
　　5 　结语

本文提出的适于加工现场使用的齿形误差测量

方法 ,可用于在加工现场对齿形误差进行在线测量 ,

并能有效地解决测头位置不确定性所带来的误差。

通过计算机仿真 ,证明了该方法的可行性。
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一种测量材料线膨胀系数的新方法
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摘 　要 :由天文摆钟产生计时误差的启发 ,提出一种新的材料线膨胀系数测量方法 :直接测量单摆振动周期的

微小变化量 ,再通过公式间接换算出该摆杆材料的线膨胀系数。该方法原理简单 ,试验装置切实可行 ,可用于常规

工程材料和低膨胀材料在任意温度区间线膨胀系数的精确测量。对于外型复杂的机构 ,只需对其振动模型进行简

化 ,理论上可以测出该机构在任意方向的线膨胀系数。
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Theory Study of Ne w Method to Measure Linear Coefficient of

Thermal Expansion of Material
Chen Yingxiu 　Yang Dehua 　Cui Xiangqun

Abstract : A new method that the minute change of vibration period of a single pendulum is measured firstly , then the CTE of

the pendulum material is calculated by indirect conversion of formula ,is put forward with the elicitation of the error of the astronom2
ical pendulum clock . This method is simple in principle , and the experimental equipment is practical. With the method the CTE

of general material and the low expansion material in any temperature range can be accurately measured and the CTE in any direc2
tion of the complex mechanism can also be measured just needing to reduce the vibration model of those mechanism.

Keywords :linear coefficient of thermal expansion(CTE) , 　vibration period , 　damp , 　measuring

　　1 　引言

热胀冷缩是几乎所有工程材料的固有属性[1 ] ,

它不仅与组成该材料的化学成分有关 ,而且与材料

的几何形状及加工方式也有关系。大多数材料从室

温冷却到绝对零度时 ,长度要收缩千分之几 ;多数金

属材料从室温冷却到 77K 时 ,长度要缩小 012～

013 % ,低于液氮温度时 ,收缩较小。当环境温度发

生变化时 ,由于材料的热胀冷缩而使零件或结构产

生热变形 ,对于精密机械结构而言 ,应将其热变形量

控制在允许的范围之内 ,因此需要精确测定材料的

线膨胀系数。

　　2 　常用材料线膨胀系数测量方法

测量材料线膨胀系数的方法较多 ,目前常见的

方法见表 1[2 ] 。

由表 1 所列相关数据可以看出 ,干涉法测量材

料线膨胀系数精度最高 ,其次是光杠杆法。在采用

干涉法的实际测量过程中 ,有很多因素会影响激光

干涉仪的测量精度 ,其中温度、压力、湿度是三个主

要因素。因为仪器所处工作环境的温度、气压、湿度

都会影响空气的折射率 (其关系可由 Edlen 公式[3 ]

给出) ,所以干涉仪必须在恒温环境中使用 ,对室内

温度、气压和湿度的波动有一定要求。另外 ,在做材

料低温线膨胀系数测定时 ,试件和干涉仪必须分开

放置 ,通常的做法是用一根测杆连接试件和耙镜[4 ] ,

通过直接测量靶镜的位移变动量来间接测得试件的

热伸缩量。换言之 ,干涉仪间接测得的试件变形量

里面还包括测杆的伸缩量。尽管测杆是用低膨胀材

料 (如 Zerodur)制成 ,但因材料的线膨胀系数本身就

是个微小量 ,这样增加的中间环节带来的测量不确
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定度将会给最后的结果造成很大影响 ,而且将测量

仪器与被测试件分开放置也导致整个实验装置布局

困难。采用光杠杆法测量材料线膨胀系数也存在不

少问题 ,如持续测量时测量精度保持性差、操作不方

便等。

表 1 　常见的材料线膨胀系数测量方法

测量仪器 近似灵敏度/μm 样棒长度 时间稳定性

干涉仪 215 ×10 - 2 长 好

光杠杆 110 ×10 - 1 长 好

未粘结的丝状应变仪 113 ×10 - 1 长 好

线性可变差动变压器 113 ×10 - 1 长 好

电容测微计 215 ×10 - 1 短 差

磁量计 215 ×10 - 1 短 差

旋转镜仪 215 ×10 - 1 长 好

指针量计 215 长 好

机械杠杆仪 215 长 好

张丝目镜显微镜 215 ×10 - 1 长 好

电接触测显微计 215 ×10 - 1 长 好

17 世纪开始使用的天文时计 (astronomical time2
keeper)多为天文摆钟 ,利用摆的机械振荡产生稳定

频率 ,以此作为频率标准制成计时仪器。摆钟的最

大优点就是 ,在一定的摆动幅度内 ,摆动周期只与摆

长有关。但人们发现 ,摆杆的长度受环境温度的影

响会发生微量伸缩 ,如果摆的长度为 990mm ,当摆长

变化 0. 025mm 时 ,钟的速率变化为每天近 1s ,这相

当于温度变化 212 ℃时金属摆杆的长度变化。为了

保持摆长的恒定 ,人们使用了补偿摆 ,即用殷钢、石

英制作摆杆或用两种膨胀系数不同的金属 (如黄铜

和钢)熔合在一起制造摆杆 ,同时将钟安放在恒温室

内 ,罩入真空罩中 ,使钟的速率误差减小到每天仅千

分之几秒。

受到天文摆钟记时误差补偿的启发 ,本文提出

了一种测量材料线膨胀系数的全新思路 ,即从摆杆

振动周期的变化量出发研究该材料线膨胀系数的测

量新方法 (称为周期法) 。

　　3 　基于周期法测量材料线膨胀系数的

原理

　　311 　不考虑各种阻尼的影响

摆杆为长直圆柱体 ,长度为 L ,半径为 R。在自

由振动过程中 ,摆杆受到的阻尼包括两部分 :空气阻

尼和运动副的摩擦阻尼。假设摆杆位于真空环境 ,

而且运动副是理想的光滑接触面 ,那么以下推导过

程成立 :

　　如图 1 所示 ,摆杆质量为 m ,因为摆杆形状规

则 ,所以其重心位于摆杆中点 C ,即 d =
1
2

L 。摆角

θ< 5°,摆杆相对 O 点的转动惯量为 I ,由理论力学

求长直圆柱体转动惯量[5 ]的公式 ,有

I =
1
12

m (4L2 + 3 R2)

由牛顿定律得出杆件振动微分方程[6 ]

Ïθ+ mgdsinθ= 0 (1)

因微振动时有 sinθ≈θ,因此上式可近似为线性

微分方程
Ïθ+ mgdθ= 0 (2)

直接求解式 (2)即得该杆件振动的固有频率

ωn =
mgd

I
=

6 gL
4L2 + 3 R2

则杆件振动周期为

tn =
2π
ωn

= 2π· 4L2 + 3 R2

6 gL
(3)

因为 R = L ,所以可以近似认为 R 值不随温度而变

化 ,其为一恒定量 ,故只考虑杆长 L 的变化。对式
(3)两端取微分 ,整理后得

dL =
2L
π· 6 gL (4L2 + 3 R2)

4L2 - 3 R2 ·dtn (4)

根据材料线膨胀系数的标准定义

α=
1
L
·dL

d T
(5)

结合式 (4) 、式 (5) 即可得出如下材料线膨胀系数的

求解公式 :

α=
2
π· 6 gL (4L2 + 3 R2)

4L2 - 3 R2 ·
d tn

d T
(6)

式中 　d tn ———摆杆振动周期的微分变化量

d T ———环境温度的微分变化量

图 1 　摆杆振动模型

　

图 2 　摆杆 + 重锤的振动模型
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由于在实际测量过程中 ,都是选择有限个温度

点进行测量 ,因此有以下关系式成立

α=
2
π· 6 gL (4L2 + 3 R2)

4L2 - 3 R2 ·
Δtn

ΔT
(7)

其中 　Δtn ———摆杆振动周期的变化量

ΔT ———环境温度的变化量

由式 (7)即可看出 ,通过测量摆杆振动周期的变

化量Δtn 和环境温度变化量ΔT ,就可以直接算出该

摆杆材料的线膨胀系数α值。

312 　考虑空气阻尼和转动副摩擦阻尼的影响

在流体力学中 ,低速运动的物体通常会受到粘

性阻尼的作用。摆杆在低速摆动的过程中会受到空

气阻尼和转动副摩擦阻尼的作用 ,使其振幅和周期

在有限的振动周期内最终衰减为零。设空气的粘性

阻尼系数为常数 c ,转动副等效粘性阻尼系数为 ce。

严格来讲 ,空气的粘性阻尼系数 c 是空气压力 p、流

速 v 和温度 T 的函数 ,可表示成如下关系式
c = f ( p , v , T)

但由于 p , v , T 对 c 的影响非常小 ,为了简化推

导过程 ,假定 c 是个常量。

杆件绕 O 点作往复摆动 ,杆件上每个点的线速

度都不相同 ,其线速度 v 由下式给出
v =ω·R = Ûθ·R 　(0 Φ R ΦL) (8)

空气粘性阻尼力与摆杆的相对速度成正比[6 ] ,即

Pd = c·v (9)

由式 (8)可知 ,杆件沿轴线的线速度分布呈线性递增

的特性 ,因此在考虑杆件受空气阻尼的影响时 ,可以

用杆件的平均线速度来计算其所受空气阻尼力的大

小 ,即

Pd = c
L
2

(10)

同理 ,若转动副半径为 r ,转动副的等效摩擦阻尼力

可由下式给出[7 ]

Pe = ce·r2·Ûθ (12)

根据牛顿运动定律得出如下运动微分方程 ,同样取

sinθ≈θ,则

Ïθ+ ( c
L
2

+ cer2) Ûθ+ mgdθ= 0 (13)

设 :2 n =
c

L
2

+ cer
2

I
,ωn =

mgd
I

,ζ=
n

ωn
,则式 (13) 变

为如下形式
θ̈+ 2ζωnÛθ+ω2

nθ= 0 (14)

解 (14)式 ,就可得到考虑空气阻尼和运动副摩擦阻

尼作用时杆件的摆动周期

td =
tn

1 - ζ2
(15)

式中 　ζ=
c·L

2
+ ce r2

2 mgd
,

由式 (7) 可知 (式中 tn 为杆件无阻尼时的振动

周期) ,计及空气阻尼和转动副摩擦阻尼的影响时 ,

杆件线膨胀系数的计算公式变为

α=
2
π· 6 gL (4L2 + 3 R2)

4L2 - 3 R2 ·
Δtd

ΔT
(16)

比较式 (7)和式 (16)可以得出如下结论 :在考虑

有阻尼和无阻尼两种情况下 ,所得材料线膨胀系数

的理论公式完全相同 ,可以通过测量实际摆杆振动

周期的相对变化量Δtd ,间接得出该材料的线膨胀

系数。

　　4 　周期法测量线膨胀系数的可行性分

析

　　在根据上一节的理论推导设计实验装置时 ,首

先要考虑摆杆振动周期的微小变化量是否可用仪器

测出 ,还要考虑摆杆在摆动过程中不受任何因素的

干扰 ,完全处于一种自由振动状态。

在实际测量过程中 ,为了增加摆杆的有效长度 ,

使其重心下移 ,在杆的末端加一质量为 m0 的殷钢

金属球 ,球的半径 R0 < 201L (见图 2) 。由于殷钢的

线膨胀系数约为 110 ×10 - 6/ ℃,且αinvar < 101α摆杆 ,

故假设殷钢球的热伸缩量可以忽略不计 ,认为该振

动模型的重心偏移量完全由摆杆的热伸缩量决定。

根据理论力学求物体重心的方法 ,求得该振动

模型的重心位置 C

d0 =
m

L
2

+ m0 ( L + R0)

m + m0

金属球相对于 O 点的转动惯量 I1 为

I1 =
2
5

m0 R2
0 + m0 ( L + R0) 2 (17)

则该振动系统对 O 点的转动惯量 I 为

I =
1
12

m (4L2 + 3 R2) +
2
5

m0 R2
0 + m0 ( L + R0) 2

根据前面的推导过程 ,该振动模型的运动微分方程

为

Ïθ+ [ c + ( L
2

+ R0) + cer2 ]Ûθ+ ( m + m0) gd0θ= 0 (18)

由式 (18)求得该振动模型的振动周期 t0

t0 =
tn

1 - ζ2
0
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式中 　ζ0 =
c (

L
2

+ R0) + ce r2

2 mgd0

则线膨胀系数为

α=
2
π· 6 gL (4L2 + 3 R2)

4L2 - 3 R2 ·
Δt0

ΔT
(19)

由于线膨胀系数是个非常微小的量 ,直接测量

难度很大 ,目前比较流行的测量方式是采用光杠杆

的原理 ,即通过放大被测杆件的微小伸缩量来达到

最后测量线膨胀系数的目的。同样 ,在采用振动周

期法测量线膨胀系数时 ,也要将振动周期的微小变

化量Δt 放大进行测量。

具体的测量方法是累计测量多个振动周期。假

设在温度 T1 时 ,摆杆振动周期为 t1 ,温度 T2 时 ,摆

杆振动周期为 t2 ,且 T1 < T2。对每个温度点连续测

量 100 个振动周期 , 直接所得数据为 : 100 t1 和

100 t2。那么 ,由于温度变化引起的摆杆长度改变导

致的振动周期发生相应变化 ,通过连续 100 个周期

的计时 ,使周期改变量Δt 放大至 100Δt。只要摆杆

能够连续振动 ,理论上放大倍数可以任意扩大。但

考虑到各种摩擦阻尼的影响 ,摆杆初始的势能都将

转化为摩擦产生的热能耗散至空气中 ,即杆件摆动

的幅值受阻尼的影响是不断衰减的。为了能够对每

个温度点累计多次计时 ,必须提高摆杆连续振动的

周期数 ,具体解决办法有以下几种 :

(1)将摆杆置于真空环境 ,或是接近于高真空的

环境 ,这样由空气阻尼造成的影响可以忽略 ;

(2)将摆杆转动点的运动副设计成刀口形式 ,尽

量减小运动副摩擦阻尼的影响 ;

(3)增加摆杆初始状态的势能 (如图 2 所示) ,在

杆的末端加殷钢金属球 ,不仅可以使其重心下移 ,而

且可以提高其连续振动的周期数。

应用周期法测量材料的线膨胀系数 ,关键是要

测出振动周期的微小变化量Δt。就目前的计时仪

器来说 ,可以利用 Win32 中的高精度计时器 (Query

Performance Count / Frequency) 可以很精确地测到纳

秒 (nanosecond)级 ,再加上对每个温度点振动周期的

累计计时 ,能够主动放大Δt ,所以周期变化量Δt 完

全可以测出来。因此 ,采用周期法测量材料线膨胀

系数的方案具有可行性。

　　5 　周期法测量材料线膨胀系数的应用

前景

　　目前干涉法测量低膨胀固体材料线膨胀系数

时 ,只能对线膨胀系数在 10 - 6/ ℃量级的材料进行

测量。但通过改进试验工艺 ,采用条纹稳定技术 ,激

光干涉法可以用于更高量级线膨胀系数的测量。与

激光干涉法相比 ,本文所介绍的周期法可以用于微

晶玻璃 (Zerodur) 、碳纤维合成材料、殷钢等低膨胀材

料线膨胀系数的测量 ,理论上可以测量任意温度区

间的线膨胀系数 ,测量的核心部件是高分辨率计时

仪器。此外 ,只要阻尼足够小 ,理论上周期变化量

Δt 可以任意放大 ,所以完全可以测出低膨胀材料热

胀冷缩的微小变化量Δl。而对于常规工程材料线

膨胀系数的测量 ,周期法就显得更加得心应手。对

于形状复杂的机构 ,只要做一些模型的简化处理 ,理

论上可以测出任意方向的线膨胀系数。其数据处理

可以采用软件完成 ,整个测量装置容易实现自动化

(目前具体的试验装置正在设计开发之中) 。

综上所述 ,采用周期法借助高分辨率计时仪器

可以精确测量因温度变化导致摆杆长度改变从而引

起的摆杆振动周期微小变化 ,然后通过公式换算成

该摆杆材料的线膨胀系数值。通过周期法理论上可

以完成任意固体材料在任意温度区间线膨胀系数的

精确测定。该方法原理简单 ,试验装置容易实现 ,具

有很好的工程应用价值。
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