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摘要  将列主元 QR分解（QRCP）方法应用于一种基于二维光栅 Talbot效应的波前传感器，在大幅度增加子孔径数目、降低

传感器设计难度的同时，大幅度加快波前重构速度。对多项式矩阵应用 QRCP 算法之后，多项式矩阵的行数量级可以被压

缩到与列数相同。在重构高复杂度、高阶 Zernike 多项式时，将 Zernike 系数求解过程的重构速度提升至传统方法的

224. 00倍，使得波前重构算法具有更好的实时性。基于 QRCP的波前重构算法具有较好的鲁棒性，可以直接应用于干涉仪

和 Shack-Hartman波前传感器等波前测量系统，其对数据位置的筛选能力在简化和改进传感器结构方面也具备应用潜力。
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Abstract The QR decomposition with column pivoting (QRCP) is applied to a wavefront sensor based on the Talbot 
effect of two-dimensional grating, which significantly increases the number of subapertures, reduces the difficulty of sensor 
design, and accelerates wavefront reconstruction.  After applying the QRCP method to the polynomial matrix, the number 
of rows of the polynomial matrix can be compressed to the same order as its columns.  When reconstructing a higher-

complexity and higher-order Zernike polynomial, the reconstruction speed of the solving process of Zernike coefficients 
increases to 224. 00 times that of the traditional method, which makes it more suitable for calculations of adaptive optics.  
Additionally, this compression algorithm exhibits good robustness and can be applied to interferometers and Shack-

Hartmann wavefront sensors.  Its reduction ability creates a potential for simplifying and improving the sensor structure.
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1　引   言

在大口径天文光学系统的成像过程中，由大气湍

流引起的波前畸变严重影响着光学系统的成像质量。

天文自适应光学波前传感器的研究旨在精确测量像差

并进行高速闭环校正，从而消除由大气湍流引起的波

前畸变。因此，自适应光学对波前传感器的精度和实

时性都有很高的要求。但是，提高精度意味着传感器

子孔径数目的增加，而子孔径数目的增加势必会导致

波前重构速度的减缓。为同时满足传感器对精度和实

时性的要求，常见的系统设计方法是增加传感器的子

孔径数目以提高精度，并辅以合理的优化算法和更快
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的处理器以加快计算速度［1-4］。然而，子孔径数目增加

带来的高数据量会急剧增加算法求解波前的耗时［5］。

由此可见，进行数据筛选是十分必要的。

事实上，对于模式法的波前求解，如果已知待测波

前由多项式构成，即使某些数据未被测量或是被主动

排除，也不会严重影响波前重构精度。Polans 等［6］利

用压缩感知理论，凭借少量随机位置的波前斜率数据

重构了完整的畸变波前；Xu 等［7］利用类似原理，通过

可移动的针孔测量特定位置的波前斜率，亦恢复出了

完整的待测波前。以上研究表明，采样数目并非直接

影响波前重建精度，一旦明确了待测波前的组成成分，

就可以使用部分数据求解出完整的波前。上述求解方

法能够实现的原因在于，方程求解的过程中存在大量

冗余数据，这种冗余使得模式法不需要全孔径的数据

也能恢复出待测波前。如果只选取必要数据进行重

构，便能显著减少计算量，在加快计算速度的同时保持

必要的重构精度。

模式法波前重构主要通过构造方程组、多项式矩

阵及其广义逆矩阵来求解多项式系数［8-11］。基于一般

的压缩感知理论，Polans 等［6］通过随机抽取数据求解

多项式系数，可以减少一定的数据量；Brunton 等［12］的

研究指出，压缩感知的随机采样适用于缺乏待测物先

验知识的情况，被压缩的多项式往往是傅里叶基、小波

基的多项式，其系数具有稀疏特征，故采用稀疏优化方

法进行求解。以 Zernike 系数的求解为例，该过程的多

项式具有先验知识，多项式矩阵的秩较低，条件数较

大，解的稀疏性也不高。若是简化该类型的矩阵方程，

应使用列主元 QR 分解（QRCP）算法对矩阵进行针对

性的压缩［13］。通过 QRCP 算法压缩得到的主元数据

往往具有丰富的有效信息，不会出现过多的极小数值，

有助于避免无效运算。QRCP 算法目前在人脸数据重

构、流场重构［12］、光波导信号模式分析［14］等领域中都有

成功应用。

基于光栅 Talbot效应的波前传感器能够用光栅在

Talbot 距离上的自成像进行波前重构。Talbot 效应是

一种稳定的自成像现象，不需要成像透镜就可以在

Talbot 距离上观察到光栅本身的像，其图样具有周期

性，包含高密度的空域信息，并且对波前倾斜较为敏

感［15］，在 X 射线相位成像［16］、波前传感等领域［17-18］应用

广泛。另外，光栅通过二维刻蚀就可以实现，不需要像

微透镜那样具有一定的面型分布，所以基于光栅 Talbot
效应的传感器可以有更多的子孔径数目。因此，这种

类型的波前传感器对实时性具有更迫切的需求。

本文针对子孔径数目巨大的 Talbot效应型波前传

感器实时性较差的问题，提出了一种 QRCP 波前重建

技术。该技术通过 QRCP 算法分析出最优的采样位

置，并将这些位置的数据用于求解复杂波前的 Zernike

多项式系数。仿真实验表明，基于 QRCP 的波前重构

技术求解复杂波前的速度比传统方法快，为后者的

224. 00 倍。

2　基本原理

2. 1　基于 Talbot效应的波前传感器

基于 Talbot效应的波前传感器主要利用波前畸变

引起的 Talbot 自成像光斑偏移来提取波前斜率，其具

体原理如下［19-20］。

一束携带畸变波前的光束入射到光栅，其透过光

栅之前的复振幅表达式可以表示为

u0 ( x，y )= A exp ( iϕ) （1）
式中：A为光场振幅，在此假定其不变；ϕ为入射波前

对应的相位，可以表示为

ϕ ( x，y )= kw ( x，y ) （2）
式中：w ( x，y )为入射波前；k= 2π λ为波数，其中 λ为
波长。

假设光栅为二维振幅型余弦光栅，则光栅的透过

率函数可以表示为

t ( x，y )= 1
2
■

■
|
||
|1 + cos ( 2πx

d ) ■■|||| ■■||||1 + cos ( 2πy
d ) ■■||||（3）

式中：d为光栅的空间周期。

入射波前受到光栅振幅调制，得到光场 u1 的表达

式为

u1 ( x，y )= u0 ( x，y ) t ( x，y ) （4）
将式（1）代入即可得

u1 ( x，y )= A
2 exp ( iϕ) ■

■
|
||
|1 + cos ( 2πx

d ) ■■|||| ·

■

■
|
||
|1 + cos ( 2πy

d ) ■■|||| （5）

随着光线沿着入射方向继续传播，在距离光栅

zT = 2d 2 λ的位置会产生 Talbot 效应的再现像，由于

畸变波前的存在，光栅像的子区域会产生不同程度的

微小偏移，其偏移量大小和入射波前的斜率以及传播

距离成正比，所以自成像振幅分布包含了畸变波前的

斜率信息，可以表示为

IT =
|

|

|
|
||
|
| A

2
■
■
■||
1 + cos ■

■
|
||
| 2π
d ( x- zT

∂wm

∂x ) ■■||||■■■|| ·

■
■
■

||
||
1 + cos

■

■

|
||
|
|
| 2π
d ( y- zT

∂wm

∂y ) ■■||||■■■||||||
|

|

|
|
||
|
|

2

（6）

式中：wm 为待测波前。图 1 展示了 Talbot 效应波前传

感器的结构原理和畸变导致的光斑微小偏移，其中

CCD 为电荷耦合器件。

为了从自成像结果提取出波前斜率，需要对 IT 作

傅里叶变换，得到其频谱，IT 的频谱表达式为
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F ( IT)= A2
■
■
■||

3
2 δ ( )u + δ ( )u- 1

d
⊗ F ■

■
|
||
| ■

■
||||exp ( )-i 2π

d
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■
|
||
|exp ( i 2π

d
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∂x ) ■■||||+

1
4 δ (u- 2

d )⊗ F ■

■
|
||
|exp ( - i 4π

d
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■
■||
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4 δ ( )u+ 2

d
⊗ F ■

■
|
||
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■
||||exp ( )i 4π
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∂y （7）

式中：⊗ 为卷积符号；（u，v）为频域中的坐标；F为傅里

叶变换；δ为狄拉克函数。

因此，根据式（7）可以先通过提取 IT 频谱在 u、v两

个频谱方向的 1 级分量，然后将其搬移到频谱正中心，

再进行逆傅里叶变换，最后求其幅角来获得波前在 x、

y方向上的斜率。计算出斜率数据后，即可建立方程

并求解 Zernike 系数，提取斜率的过程如图 2 所示，其

中 FFT 为快速傅里叶变换操作，IFFT 为快速傅里叶

图 1　Talbot效应波前传感器的原理图

Fig.  1　Schematic diagram of Talbot effect wavefront sensor

图 2　波前斜率的提取流程图

Fig.  2　Flow chart of wavefront slope extraction
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逆变换操作。

一般地，可以将待测波前表示成 Zernike 多项式中

Z 1 到 ZN的和，即

wm ( x，y)= ∑
n= 1

N

sn Zn ( )x，y （8）

式中：sn 为 Zernike 多项式的系数；N为 Zernike 多项式

的项数。

基于 Talbot效应的波前传感器能够得到的数据是

波前的斜率分布。若是使用波前斜率求解 Zernike 多

项式系数，可以通过对wm 的表达式求偏微分来帮助构

建方程［21］，具体可表示为
∂wm

∂x = ∑
n= 1

N

sn
∂Zn
∂x （9）

∂wm

∂y = ∑
n= 1

N

sn
∂Zn
∂y （10）

将式（9）和（10）两个等式联立可以构建出矩阵

方程

b = Ψs （11）
式中：b 为测得的波前斜率，是个 M行的列向量，由

x方向的波前斜率向量 w x 和 y方向的波前斜率向量

w y上下拼接而成，也可以表示为

b = ■
■
|||| ■

■
||||w x

w y

（12）

Ψ 为标准的前 k项 Zernike 多项式的波前斜率矩阵，该

矩阵有M行 N列，其每一列向量 zn都和列向量 b结构

一致，由单阶 Zernike 多项式斜率的列向量 znx，zny拼接

组成，具体可表示为

zn = ■
■
||||

■
■
||||znx

zny
（13）

Ψ =[ z1，z2，…，zn，…，zN ]M× N （14）
s代表系数向量，是待求解的 Zernike 多项式系数，

具体可表示为

s =

■

■

|

|

|

|
||
|

|

|

| s1

s2

⋮
sN

■

■

|

|

|
||
|

|

|

（15）

还可以表示为

s = pinv (Ψ ) b （16）
其中 pinv (Ψ )为 Ψ 矩阵的广义逆矩阵，可通过奇异值

分解得到。

2. 2　QRCP波前重构法

为了能快速求解 Zernike 系数，本文采用 QRCP 算

法对方程的多项式部分进行分析，提取出 Zernike 多项

式矩阵 Ψ 的主元所在行，从而简化矩阵的求解过程。

类似于压缩感知，对Ψ矩阵的简化过程可以表示为Ψ
乘以压缩采样矩阵 C，其中 C的每行都只有一个元素

为 1，其余为 0。矩阵中 1 的位置代表被保留的数据位

置，因而对 b或 Ψ 左乘 C这一过程能够实现对列向量

数据按行筛选。整个方程简化过程的原理图如图 3 所

示，其中向量 y代表按照 C的位置提取出的待测斜率

数据组成的向量，对斜率数据进行压缩得到向量 y的
过程可以表示为

y = Cb （17）
压缩数据后使用广义逆法求解 s，即

s = pinv (CΨ ) y （18）
如果 Ψ 的行数M≤ 2 × 104，那么获取与 Ψ 对应

的 C 需要进行一次 QRCP 算法，即将 ΨΨT 矩阵分解

为正交矩阵 Q和上三角矩阵 R，同时得到列置换矩阵

P。Ψ、P、Q、R的关系可以写作

Ψ  ΨT P = Q  R （19）
式中：ΨT 为 Ψ 的转置。而本文所需的压缩矩阵 C是

P的转置后的前若干行，即

C = ■
■
|||| ■

■
||||E p

0 PT （20）

式中：E p表示大小为 p的单位矩阵；p为选取的主元数

据量，p≥ N。

QRCP 算法的整个过程写作 qr (ΨΨT)，在这个运

算中列主元排序的过程利用了向量二范数和信息量的

关系，向量的二范数越大，表示该向量数据中包含的信

息越丰富。因此，qr (ΨΨT)在每次迭代中首先寻找

ΨΨT 方阵二范数最大的列向量作为主元，然后从每一

列减去该列在主元上的正交投影，用以生成上三角矩

阵 R，最终得到矩阵 Q、R，以及列主元的位置排序，根

据这一排序可以构成 P和 C，从而保留矩阵的必要主

元数据［13］。主元的位置随着Ψ发生变化，与Ψ本身有

关，只会在改变待求的 Zernike 多项式的最大阶数（改

变 N的值），或者整体的采样数目（改变M的值）时发

生改变。

图 4 阐释了小矩阵 Ψ 的压缩过程，实际压缩过程

中，Talbot效应提取出的波前分辨率较高，斜率数据量

较 多 ，Ψ 的 行 数 达 到 了 M= 2 × 106。 考 虑 到 单 次

QRCP 算法无法直接分析ΨΨT，本文选择先对低分辨

率下的 Zernike 多项式矩阵Ψ进行一次 QRCP，得到一

图  3　QRCP 算法压缩 Zernike 方程数据量的流程图

Fig.  3　Flow chart of the QRCP algorithm to compress the data 
volume of Zernike equation
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部分低分辨率下的主元，这些数据点在高分辨率的图

像中对应着一个区域，本文称其为区块（chunks），而后

利用区块中的高分辨率数据构造出第一次简化后的

Zernike 多项式矩阵，对该矩阵再次使用 QRCP 算法，

得到高分辨率下的主元位置，最后用这些位置的数据

进行 Zernike 多项式求解。显然，该方法极大减少了计

算所需的数据量，因而也使得方程的求解速度大幅

加快。

3　模拟与讨论

按照图 1 所示的光路对传感器进行了仿真。携带

畸变波前的入射光场先经过余弦光栅进行振幅调制，

然后传播 1倍的 Talbot距离 zT 后，产生携带畸变的光栅

再现像并被 CCD 记录，用于波前重构。根据第 2 节波

前重构的阐述，对 CCD 记录的自成像进行傅里叶变换

提取相位、QRCP算法压缩数据、广义逆法求解等过程，

即可计算出入射波前对应的 Zernike 多项式系数。其

中，本文进行的仿真使用的光波长为 600 nm，入射波前

和 CCD 分辨率设置为 1000 pixel ×1000 pixel，像素尺

寸为 10 μm，二维振幅型余弦光栅的周期为 100 μm，

CCD 的接收面设置在 1 倍 Talbot 距离（33. 3 mm）的

位置。

3. 1　对单阶 Zernike像差的重构

主要分析基于 QRCP 对单阶 Zernike 像差的重构

能力。

使用峰谷（PV）值为 1. 2λ的第 5 项 Zernike 多项式

（像散）作为入射波前，经过光栅 Talbot效应自成像、提

取波前斜率、QRCP压缩、广义逆法求解系数之后，得到

如图 5所示的结果，其中主元数据的位置是通过 QRCP
算法对前 15项的 Zernike矩阵进行数据压缩得到的，保

留了其中的 15个数据用于求解 Zernike系数，误差的 PV
值为 0. 011λ，均方根（RMS）为 0. 002λ，由于数据量的减

少，方程求解的平均耗时为 0. 0092 s；不使用 QRCP 得

到 的 重 构 波 前 的 误 差 PV 值 为 0. 0017λ，RMS 为

0. 00027λ，求解系数的平均耗时为 0. 77 s。使用 QRCP
算法对数据进行压缩之后，波前重构速度提升至原来

的 83. 70 倍。同时，由于数据压缩，重构残差提升至先

前的 7. 4倍。

3. 2　对复杂 Zernike像差的重构

主要分析基于 QRCP 算法的 Talbot 效应波前传

感器对复杂 Zernike 波前的重构能力，并通过对比验证

QRCP 算法的波前重构精度。

为了分析该波前传感器对复杂波前的重构能力，

本 文 使 用 如 图 6 所 示 的 RMS 值 为 0. 11λ，PV 值 为

图 4　两次 QRCP 算法压缩 Zernike 多项式矩阵的示意图

Fig.  4　Schematic diagram of the Zernike matrix compression using QRCP algorithm twice
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0. 96λ的前 65 项 Zernike 多项式作为待测波前，对前

100 项的 Zernike 多项式矩阵进行 QRCP 压缩。简化后

的 Zernike矩阵保留了 700行的数据，重构结果如图 7所

示 ，应 用 QRCP 算 法 求 解 出 的 相 位 残 差 RMS 为

0. 0200λ，PV 值为 0. 140λ。作为对照，未使用 QRCP 求

解出的相位残差的 RMS 为 0. 0071λ，PV 值为 0. 079λ。
按照 QRCP得到的索引进行矩阵的压缩和系数求解，重

构的平均耗时为 0. 025 s，未进行 QRCP压缩的平均求解

耗时为 5. 60 s。可见，通过 QRCP，波前重构速度提升至

原来的 224. 00 倍。同时，使用 QPCP 算法后的残差

RMS上升至原先的 2. 8倍，但重构精度依然满足大部分

波前传感需求。

3. 3　QRCP排序对精度的影响

QRCP算法的数据排序过程十分重要，如果压缩重

构的过程缺少了对数据优先级的排序，波前的重构精度

会明显降低。为了验证 QRCP算法筛选数据的必要性，

进行了相应的仿真实验。仿真打乱了 QRCP 的主元优

先级排序，得到了混乱的区块位置和数据位置，如

同 8（a）和（b）所示。将乱序后选取的前 700个数据用于

重构波前，得到的波前和残差如图 8（c）和（d）所示。波

前的残差 RMS为 0. 15λ，PV 值为 1. 1λ。将图 8（c）~（d）
和图 7（g）~（h）进行对比，可以发现，图 7（g）中使用

QRCP 算法进行主元数据重构的波前精度下降较小，

图 8（c）中使用乱序后的数据重构的波前精度下降明显。

由此可见，在数据量极少的波前重构过程中，按照

QRCP算法筛选高优先级数据是十分必要的，该方法是

本文数据压缩的重要依据，有助于传感器的结构简化，

提升自适应光学系统的响应速度。

图 5　单阶 Zernike 多项式第五项波前重构结果。（a）输入相位；（b）使用 QRCP 算法提取的主元斜率重构结果；（c）使用 QRCP 算法提

取的主元斜率重构结果的残差；（d）完整的波前斜率重构结果；（e）完整的波前斜率重构结果的残差

Fig.  5　Single Zernike polynomial 5th wavefront reconstruction results.  (a) Wavefront input; (b) reconstruction result of principal 
component slope extracted by QRCP algorithm; (c) residual error of reconstruction result of principal component slope extracted 
by QRCP algorithm; (d) reconstruction result from overall wavefront slope data; (e) residual error of the reconstruction result 

from overall wavefront slope data

图 6　Talbot效应的仿真结果和入射波前。（a）Talbot效应的自成像结果；（b）前 65 项 Zernike 多项式构成的入射波前

Fig.  6　Simulation result of Talbot effect and its input wavefront.  (a) Talbot effect self-imaging result; (b) input wavefront composed by 
the first 65-term Zernike polynomials
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4　结   论

本文通过仿真实现了基于 Talbot 效应的波前重

构，并将 QRCP 算法应用于波前重构，通过低、高分辨

率下的两次 QRCP，使得波前重构的数据量降低至广

义逆法求解的数据量的千分之一量级，仿真重构复杂

波前的速度提升至原来的 224. 00 倍，计算速度上的提

升使得该算法更适用于子孔径数目多且实时性要求高

的自适应光学系统。虽然提取到的主元数据能够较好

地求解相位特征，维持重建的稳定性，但是相比于先前

的完整数据求解，波前重建的精度有所下降，QRCP 重

构波前的误差 RMS 为 0. 0200λ，基本满足使用需求；

完整数据重构的误差 RMS 更小，为 0. 0071λ，表明所

求算法在精度上依然存在优化提取空间。下一步，将

围绕 QRCP 算法波前重构精度展开深入研究。该技

术可以应用于波前高速测量，并且压缩数据的方法是

一种合理的降维方式，可用于减少基于神经网络的波

前传感器的训练数据量。
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